Capitulo 10
Rotacao

Neste capitulo vamos estudar o movimento de rotacao de corpos
rigidos sobre um eixo fixo. Para descrever esse tipo de movimento,
vamos introduzir os seguintes conceitos NoOVos:

-Deslocamento angular

-Velocidade angular instantdnea média e (simbolo: w )
-Aceleracdo angular media e instanténea (simbolo: a )

-Momento de inércia (simbolo 1)

-Torque (simbolo 7)

Também vamos aprender a calcular a energia cinética associada a
rotacao, escrever a segunda lei de Newton para 0 movimento de
rotacdo e introduzir a energia cinética e o trabalho para o0 movimento

de rotacao
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Neste capitulo vamos estudar o movimento de rotacao de
< receie cOrPOS rigidos em torno de eixos fixos. O corpo rigido é
~definido como aquele que pode girar com todas as suas partes
fixas e em conjunto e sem qualquer alteracdo da sua forma. O
eixo fixo significa que o objeto roda em torno de um eixo que
nao se move. Podemos descrever o0 movimento de um corpo
r|g|do rotacdo em torno de um eixo fixo, especificando apenas

)

r " um parametro. Considere o corpo rigido da figura ao lado.

Rotation

Tomamos o do eixo z para ser 0 eixo fixo de rotacdo. N6s definir uma linha de
referéncia que é fixada no corpo rigido e € perpendicular ao eixo de rotacao.
Uma vista do topo é mostrado na parte inferior da figura. A posicdo angular da
linha de referéncia a qualguer momento t € definido pelo angulo 6¢z) que faz
com que as linhas de referéncia com a posicdo em t= 0. O angulo 4 (z) tambem
define a posicao de todos os pontos no corpo rigido, porgue todos 0s pontos
estdo blogueados como eles rodam. O angulo 4 esta relacionada com o
comprimento do arco s percorrida por um ponto a uma distancia r a partir do
eixo atraves da equacao: 9_S Nota: O angulo 6 é medido em radianos

r



| . (10-3)
| CE— Deslocamento Angular
Au‘.,% . No quadro que mostra a linha de referéncia a um

tempo t; e num momento posterior t,. Entre t; e t,,

A8 ity
b corpo sofre um deslocamento angular, A6=0,-9,,
oo | Todos os pontos do corpo rigido tétm 0 mesmo
91" Rowion axis deslocamento angular, porque eles girar presos juntos.

Velocidade Angular
Definimos como velocidade angular médio para o intervalo de tempo (t,, t,) a
relacéo A unidade Sl para a velocidade
0,—0, A0 .
- - angular e radianos / segundo

WD g =
Tt At
Nos definimos como a velocidade anqular instantanea como:
. Ad
A—Qasmao ou @w=lm—  ou a):d_é’
Af At—>0 At dt

Sinal algébrico da frequéncia angular:
Se um corpo rigido gira anti-horario ® tem um sinal positivo. Se, por
outro lado a rotacéo e no sentido horario ® tem um sinal negativo



h) t2

@ wéleference line (10-4)
At ty /%

Aceleracdo Angular
1 Se a velocidade angular de um objeto rotativas
@ alteracOes rigidas com o tempo podemos descrever a

0,\%2

0

taxa de variacao de o definindo a aceleracéo angular.

e Rotation axis

Na figura € mostrada a linha de referéncia, uma vez t, e numa altura posterior t,. A
velocidade angular do corpo rotativo é igual para o, emt, e @, em t,. Definimos
como aceleracdo angular médio para o intervalo de tempo (t,, t,) a relacao:

@, —@®, Aw Aunidade Sl para a velocidade angular ¢
ave - radi 2
f,—t, At adianos / segundo

94

NoOs definimos como a aceleracdo angular instantanea como:

AN
a = lim — ou ,_do
At—0 At dt




—1_ Vetor velocidade angular

‘) Para rotacdes de corpos rigidos sobre um eixo

| \\JE;D fixo podemos descrever com precisédo a
velocidade angular por designacao de um sinal

algébrica. Positivo para anti-horario e negativo

para rotacdo no sentido horario

Na verdade, podemos usar a notacao de vetor para descrever o
movimento de rotacdo que € mais complicada. O vector de velocidade
angular é definida como se segue:

A direcdo de w é ao longo do eixo de rotacéo.

O sentido de w é definido pela regra da mao direita

Regra da mao direita: Fechar a mao direita de modo que os dedos
apontam na direcdo da rotacdo. O polegar da mao direita da a sensacao
de w

(10-5)



Rotacdo com aceleracdo angular constante

Quando a aceleracdo angular o € constante, podemos derivar
expressoes simples que nos dao a velocidade angular o e a posicao
angular ® em funcdo do tempo. NOs poderiamos derivar essas
equacOes da mesma forma que fizemos no capitulo 2. Em vez disso,
simplesmente escrever as solucdes, explorando a analogia entre
translacional e 0 movimento de rotacao usando o seguinte
correspondéncia entre os dois movimentos

Movimento de translacdo x Movimento de rotacao

x & 0
R
a & o
v=vy,tat < o=w,+oat (eqgs.1)
x=x0+v0f+; & =0+ a)or+% (eqs.2)
vi-vl=2a(x-x,) <© o' -0l=2a(0-0,) (eqs.3) (10-6)



Curcle
traveled by P

2

(10-7)
Relacionando as variaveis lineares e angulares

Considere um ponto P sobre um corpo rigido
girando sobre um eixo fixo. Em t =0 a linha de
referéncia, que liga a origem com O ponto P esta
no eixo X (ponto A).

Durante um intervalo de tempo, o ponto P se
move ao longo do arco AP e percorre uma
distancia s. Ao mesmo tempo, a referéncia

linha OP gira por um angulo 0.

Relacao entre a velocidade angular e a velocidade
O comprimento de arco s e 0 angulo 0 estéo ligados pela equacéo: s =76

onde r € a distancia OP. ds d(r8) de
' s V= - =7— V=Trw
A velocidade do ponto P é " 7 7 ou
O periodo revolucao T é dada por: - 2_7z 1
~ . como T = N
Entéo: w=2rf




) A aceleracao

A aceleracdo do ponto P € um vetor que tem duas
—Z componentes. A componente "radial" ao longo do
/ r N raio r € apontando para o ponto O. Esta
— —=  componente ja foi vista no capitulo 4, onde
= // chamamos aceleracao "centripeta”. A sua
e magnitude é: V2
() ar = T = C()zr

A segunda componente € ao longo da tangente ao caminho circular
de P e é assim conhecido como a componente "tangencial". A sua
magnitude é:

J dv d(or) do

d,=—= =r—=ra a =ra
"odt dt dt '

. 2 2
A magnitude do vector de aceleracao é: d= \far Tda,
(10-8)



Gircle v Energia cinética de rotacéo

traveled by P

5 Considere o corpo rotativo rigida mostrado na figura

0 ao lado. Dividimos o corpo em partes de massas m,,

T X

\R()llll()ll / m2, m3, ) m ’
Uma parte (ou "elemento™) em P tem um indice i e massa m

« Aenergia cinética de rotaco é a soma da energia cmetlca
das partes, ou: g :lmv +lm . +lm vy K= Z—m v’
2 2 2

A velocidade do i-ésimo elemento é: v=or o>K = Z a)r )2

1
K=-— [Zmr ja) —2160 O termo = Zmr econhemdo como momento

de inércia em torno do eixo de rotacéo. O eixo de rotacao deve ser
especificado porque o valor de | para um corpo rigido depende da sua massa,
a sua forma, bem como sobre a posicao do eixo de rotacdo. O momento
Inércia de um objeto descreve como a massa é distribuida sobre o eixo de

rotacao | _ Zmiri2 | :Irzdm K =% | »° (10-9)




Na tabela abaixo listamos as inércias rotacionais para alguns corpos rigidos

h Hoop about

central axis

(a)

Solid cylinder
(or disk) about

I=4MR? + bML? (@)
Axis
—_— Thin
spherical shell
about any
2R diameter
» Y
I=3MR? (g)

I:jrzdm

) central diameter

I=%M(R} + R3)

A

I= )‘lQM L?
Axis

R: )
I=LMR?

Annular cylinder
(or ring) about
central axis

(b)

Thin rod about
axis through center
perpendicular o
length

(e)

Hoop about any
diameter

(h)

Solid cylinder
(or disk) about

/ central axis

E

IMR? (c)

Solid sphere
aboutany
diameter

I=%MR? )

Slab about
perpendicular
axis through
celnter

I=5M(a? +b?%)

(10-10)




Calculo do momento de inércia
O momento de inercia € dado por: = [ = Zm,.rf Esta expresséo e util
para um corpo rigido que tem um distribuigéo discreto de massa.
Para uma distribuicdo rnntiniia de massa a soma torna-se uma integral

2
| [ = I rodm
Vimos anteriormente que | depende da posicao do eixo de rotacao
Para um novo eixo que deve recalcular a integral para I.
P P - - - - -
.l O método mais simples tira partido do teorema eixo paralelo.

b
com

Rotation axis
through P

T + Considere o corpo rigido de massa M mostrado na figura ao lado.
S NGs assumimos que sabemos que 0 momento de inércia | com
em torno do eixo de rotacdo um que passa através do centro
de massa S e € perpendicular a pagina. O momento de inércia |
sobre um eixo paralelo ao eixo por meio de S que passa atraveés do

ponto P, uma distancia h de O é dada pela equacao:

| =1__+Mh’

(10-11)



7~ Provado Teorema do Eixo Paralelo
S/ - Tomamos a origem O para coincidir com o centro de

]J

Al massa do corpo rigido mostrado na figura. Nos

b

com

oy " assumimos que sabemos que 0 momento de inércia

Rotation axis
through

l.om Para um eixo que € perpendicular a pagina e passa
atraves de O.

Queremos calcular o momento de ineria | sobre um eixo perpendicular
a pagina e passa pelo ponto P com coordenadas (a,b). Considerar
um elemento de massa dm no ponto A com coordenadas (X,y). A distancia r
entre os pontos A e P € o seguinte:
P J r:\/(x—a)z—k(y—b)z

A inércia de rotagdo sobre P é: 7 _ [2dm = ”(x_a)z " (y—b)ﬂ dm
I = I(xz + yz)dm — 2(,1". xdm —237". vdm —J.(az + bz)dm

O segundo e o terceiro termo da integral sdo zero. A primeira integral e
l.om - O termo (az +5*)=H* Assim o quarto termo fica:

hzj.dm =MW > |I=1_ +Mni (10-12)




/
/ Rotation
| axis

(a)

()

£
/ Rotation

7 | action of F
axis /

{ Line of |

Torque

Na figura A ao lado € mostrado um corpo que pode girar em torno de
um eixo gue passa O ponto sob a acdo de uma forca F aplicada no
ponto P a uma distancia r de O. Na Figura b separamos F em duas
componentes, radial e tangencial. O componente radial F, ndo pode
causar qualquer rotacdo porque atua ao longo de uma linha que passa
atraves de O. A tangencial componente F, = Fsin(¢) por outro lado faz
com que a rotacdo do objeto em torno de O. A capacidade de F para
rodar o corpo depende da magnitude F, e também sobre a distancia r
entre os pontos P e A. Assim, podemos definir como torque:

r=rF =rFsm¢=rF

Adistancia 7, & conhecido como o braco de momento e é 0
distancia perpendicular entre o ponto O e o vetor F. O sinal algébrico
do binario ¢ atribuido como se segue:
Se uma forca F tende a girar um objeto no anti-horario o sinal de
direcéo é positiva.
« Se uma forca F tende a girar uma objeto no sentido horario o sinal
€ negativo.

(10-13)



0

Rotation axis

Segunda Lei de Newton para a Rotacao
Para a segunda lei de movimento de translacdo de
Newton liga a forca que atua sobre uma particula com
a aceleracdo resultante. H4 uma relacdo semelhante
entre o torque de uma forca aplicado sobre um objeto
rigido e a aceleracao angular resultante.

Esta equacéo é conhecida como segunda lei de Newton para a rotacao.
Vamos explorar esta lei, estudando um corpo simples que consiste em um
ponto de massa m no final de uma haste sem massa de comprimento r.
Uma forca F € aplicada sobre a particula e gira o sistema torno de um
eixo na origem. Como fizemos anteriormente, vamos resolver em um F
tangencial e uma componente radial. O componente tangencial é
responsavel para a rotacdo. NOs primeiro aplicar a segunda lei de Newton
para F,. F=ma, (eq 1). O torque da agindo sobre a particula é: t=rF, (eq

2). Nos eliminamos F, nas equagoes

2
r=mar=m(ar)r =(mr )azla

-

| @

(compare com F=ma)

(10-14)




Segunda Lei de Newton para a Rotacao

Temos derivada segunda lei de Newton para rotacao
para um caso especial. Um corpo rigido que consiste
de um ponto massa m na extremidade de uma barra
sem massa de comprimento r. Iremos agora derivar a
3 mesma equacao para um caso geral.

O

Considere o0 objeto da haste como mostrado na figura, que pode rodar em torno de
um eixo pelo ponto O sobre a agao de um torque liquido ;4. Dividimos o
corpo em pecas ou "elementos” e identifica-los. Os elementos tém massas m;,m,,
ms, ..., m, e eles estdo localizados a distancias ry, r,, r5, ..., r,, de O. Nos aplicamos
segundo Newton lei para a rotacao de cada elemento: r, = I, (eqs.1), 7, = La (eqs.2),

r, = I,a (eqgs.3), etc. Se somarmos todas essas equacoes, temos:

L+, + 0447, =(L+L+L+..+1)c.

Aquil, eo momento de inércia do i-ésimo elemento. A soma I +T,+T,+. .+,
€o torque liquido aplicadas. Asomal, +1,, 1, ,1 €0 momento de inércia | do
corpo. Assim vamos acabar com a equacao:

T =la

(10-15)
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Trabalho e energia cinética de rotacéo [\W = AK
No capitulo 7 vimos que se uma forca faz trabalho W
sobre um objeto, isso resulta em uma mudanca de sua
energia cinetica AK=W. De um modo semelhante,
. quando um torque faz trabalho W em um corpo em
O]\~ Romtion uis rotacdo rigida, ela muda a sua cinética de rotacéo
energia na mesma quantidade:

Considere o corpo simples rigido mostrado na figura acima, gue consiste
numa massa m na extremidade de uma barra sem massa de comprimento r. A
forca F faz trabalho dW =F, rd6. O componente radial F, faz trabalho zero,
porgue € em angulo reto com o movimento. O trabalho é igual a

— jFrde — gf rdé.

G,

em virtude do teorema da energia cinética que o trabalho tém uma variacao da

energla cinética: 1 1 1 1

AK =W =—mv; ——mv, =—mr’o, ——mr o, — W=AK
2 2 2 2
1, 1

AK =2 1@? == | ? _
Sl Sl W jrd@




Poténcia

A energia foi definida como a taxa a que o trabalho

e feito por uma forca e, no caso de movimento de

rotacdo por um torque. Vimos que um torque produz
* trabalho dW =F, rd6 como gira um objeto por um

angulo do.

0

Rotation axis

Abaixo, um resumo dos resultados do teorema da energia cinética de rotacao
trabalho:

o W=z (‘9f —‘9i) Para torque constante

1., 1., Trabalho-rotacdo Teorema Energia Cinetica

P = (10-17)




Analogias entre 0 movimento de translacao e rotacao

Movimento de translacdo - Movimento de rotacéo

X < 60
V © o
a © «a
v=V,+atl << o=w,+at
t* t*
X=X +Vi+— 6’=6’0+a)0t+a7
Vi-v, =2a(x-%,) © o'-o)=2a(6-0,)
2 2
mv
_ N K — |
2 2
m < [
F=ma <« T=la
- o T
P=Fv P=rw



